TEMA N° 1. EJERCICIOS DE CALCULO VECTORIAL
AUTOR: ANTONIO ZARAGOZA LOPEZ www.profesorparticulardefisicayguimica.es

TEMA N° 1. EJERCICIOS DE CALCULO
VECTORIAL

1.- Dado el vector V' de componentes (3,-5), normalizarlo.

Resolucidn:

Normalizar un vector consiste en hallar el vector unitario en su
misma direccion y sentido. Por tanto:

—  —> s > =

V=3.i+(5).j ;: V=3.i-5.j

Sabemos que todo vector = médulo de dicho vector por el vector
unitario en la direccion del mismo:

- -

V=|V|.2a (1)
- - _>
E’(ax , ay) = vector unitario del vector V

De (1):

3 (
Ay = ------
5,8 — — —> —>
{ a(3/58,(-5)5,.8); a=3/58i-5/58]
(-5)
ay = --------
5,8 \
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2.- Sabiendo que el punto A es A(-3,-2) y que el vector es A_\_Ig (9,5)
determinar las coordenadas del punto B.

Resolucion:
—>
AB=[(xg—Xa), (Ys —Ya) ]
(9.5) = [(xg = (-3)) , (ye — (-2))]
9=Xg+3 ; Xg=9-3=6 ; Xg=6
Punto B (6,3)
S5=yg+2 ; yg=5-2=3; yg=3
3.- El vector AB viene determinado por las componentes (-11,8).

Sabemos que el punto extremo es B(-7,5). Determinar el punto origen
A

Resolucion:

— —

AB=[(Xg—Xa), (Yo=Ya)] ; AB=[(-7-Xa),(5-Ya)]
11=-7T—Xa ; Xa=4; 8=5-ya; ya=-3 > A(4,-3)

4.- Calcula el valor de “k” sabiendo que el modulo del vector—\7(k,3) es
5.

Resolucion

V= (K+3)"%: 5=(K2+3)”2 ; 25=K?+9 ; K=16 ; k=4
Son vélidos los dos valores de “k”.

5.- Normalizar los siguientes vectores: U(l, 212y ; 7( -43)y v_\7(8,—8).

Resolucidén:

Antonio Zaragoza L(’)pez www.profesorparticulardefisicayquimica.es
Pagina 2




TEMA N° 1. EJERCICIOS DE CALCULO VECTORIAL

AUTOR: ANTONIO ZARAGOZA LOPEZ www.profesorparticulardefisicayguimica.es

Normalizar un vector consiste en hallar el vector unitario en su

misma direccion y sentido. Por tanto:
—»> 12 —»> —» I
a)u(1,2") ; a(ac,a)> a(ayay) vector unitario de u
Se cumple:
-
u

_>
u=|

a,= U/ | ; ay=u,/ ||

| T =[2°+ (21" > | u =3"=173

a,=1/173=0,57; ay=2"2/3"* ; a,=(2/3)"*=0,81

z?(ax,ay) > af':ax 7+ ay ré a= 0,7 i_>+ 0,81 j_>
b)V (-4,3)

> > >
Todo vector cumple: v=|v [.b (1)

_>
b = (bx, by) = (Vector Unitario deT/')

_>
5> vV
De(1): b= e (2)
| V|
-
|V | =‘/(-4)2+32 :\/16+9 :\/25 =5
Vy (-4) p
OX = -eeen = eemmeen = - 4[5
| v | > —»> > . >
4 B (bx,by)=-4/51+3/5]
Vy 3
by = e = e
vl 5 \
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- -
) WE-S8); W= |w|.C; c= e

?(cx , ¢y) = Vector unitario de w

|w|=[82+(-8)’]*2 = (64 + 64)"% = (128)*2 = 11,31

8 (
CX e, ,

11,31

—» —-> > >
{ c(cx,cy); c=8/1131i-8/11,31]

-8

Cy e ,—,
11,31

\

6.- Clasificar el triangulo determinado por los puntos: A(4,-3) , B(3,0)
y C(0,1).

Resolucidén:

Podremos clasificar el triangulo en funcién de las longitudes de sus
lados. Hasta el momento no podemos clasificar el triangulo en funcion
de los angulos.

En funcidn de las longitudes de los lados, los tridngulos se pueden
clasificar en:

a) Equilateros.- Los tres lados iguales.

b) Isosceles.- Dos lados iguales y uno distinto.

c) Escaleno.- Los tres lados diferentes.

Dicho esto, que nuestro triangulo es:
C(0,1) Podemos transformar el triangulo en

tres vectores:
B(3,0)

(4,-3)
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!

CB=|CB| ; CB[(3-0),(0-1)] ; CB(3-1)
BA=|BA| BA[(4-3),(3-0)] ; BA(L3)
AC=|AC| AC[(0-4),(1-(-3)]; AC(-44)
|CB | = [(3 +(-1/%" {CB = (10)*"
BA|=[(12+ (3" ; |BA|= (10)"

|AC|= [(-4°+4)]; |AC]|=(32)"

Conclusion: Se trata de un tiangulo Isésceles.

_>
/.- Si V es un vector de componentes (3,4), hallar el vector unitario en
su misma direccion y sentido.

Resolucidén:

Recordemos que:

U = Vector Unitario _u>:V/ |V| >0 (U:LE>
> >
V (Vx,Vy)
1/2
VI« WF | i V] = [ AT

— —
IJ:VX /|V | ;|UX'=3/5
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— —> —
o = v Vs )= 4rs

—>
Luego el vector unitario del vector V es:

UN354/5) > |T=3/571 + 4/5]

8.; Dado,el vector ?(2,-1), determinar dos vectores equipolentes a _J
ABYy CD, sabiendo que A(1,-3) y D(2,0).

Resolucidn:

Si nos basamos en la equipolencia de vectores tenemos que conocer que

los tres vectores u . AB, CD tienen el mismo moédulo. Esto nos
permite establecer:

—>
B(X1,y1) AB[(x:—-1), (y1—(-3))]
ABT(x:-1) (y1+3)]
ngo:—b —p
A(Xo,Yo) L3 AB” | Uy AB'deben tener las
mismas componentes:
(2-1)=[(x1=1),(y1*+3)]
2=X1—-1; x=2+1; x,=3
-1=y;+3 ;y1=-1-3=-4 ;y,=-4
Luego el punto B es B(3,-4)

Por tanto AB [(B-1),(-4-(-3))] ; A_B>( 2,-1)
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AB=2 i - j
(X3,Y3) CD [(Xs—X2), (Y3 —VY2)]
CD[(2-X%2),(0-Y2)] N
Por las mismas razones del vector AB:
C(x2,Y2) (2,-1) = [ (2-x2),(0-y]

2=2—-X, ; X,=0
-1=0-y, ; y2=1

El puntoCseréC(O,l)yerector(?é[(2—0),(0—1)]
—> —> : )
CB(2,-1); CB=21i- j

_>
9.- Dados los vectore;a (3, -1, -2); b (0, 3, -1);*c (-5, 3, -8), realiza las
siguientes operaciones:

_>
a) a+b-2
> > -»>
byb+c-a
+
C) 2-C—b»
_>
d)a+b+¢C
Resolucién:

Pongamos los vectores a, b y ¢ en funcion de sus vectores
unitarios:

O e - s - i e S
a=31—-)J-2k ; b=3j-k; c=-5i+3]-8k
a)2+b-C=3i—-j2k+3j-k-5i+3j-8ks=
- — —»>
=(3+0+5)i+(-1+3-3)j+(-2-1+8)k

- —> -
=8i-j+5k
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b) B+ -A= (0-5-3)i+(3+3+1)]%(1-8+2) K=
e
=-8i+7]-7k
) a—c—-b=(3+5-0)i+(-1-3-3)]+(2+8+1) k=
> o> >
=8i-7j+7Kk
d)2+b+C=(3+0-5)i+(-1+3+3)j+(2-1-8) k=
- _ > -
=-21+5j]-11Kk

10.- Dado el vector_>A de coordenadas (3, 4, -2), obtén su modulo y su
direccion segun el eje OX, OY y OZ

Resolucidn:
> > > >
a) A=3i+4j-2K ; |A|=[32+4+ (2" = (29)*? = 5,38
b) Direccion:

Viene determinada por los cosenos directores:

AX 3
COS () = ———==== = ————m———-
|A| 5,38
Ay 4
cos B = N = oo
|A| 5,38
Az -2
COS Y = ----=-= = --———--
IA] 538

Se puede comprobar si los cosenos irectores estan bien determinados.
Se cumple que:

cos? a + cos® B+ cos’ vy=1
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Sustituimos valores:

2 2 2
3 4 -2
D
5,38_ 5,38 38
9 16 4
------- + et - = 1003 =

—>
11.- Hallar los cosenos directores del vector u (2,2,1).

Resolucion:
cos o = Uy / |_J|
_>

cosP=uy/|u|

cosy=u,/| U|

U= (22+22+13)" ; || =3

cosa=2/3 ; cos f=2/3 ; cosy=1/3

12.- Dados los vectores u ( 3,1,3) y Vv (2,3,4), hallar:
a) Modulos de Ty V. N
b) Vector unitario en la direccion y sentido del vector u.
c) Cosenos directores de'V,

d) Demostrar que la _suma de los cuadrados de los cosenos
directores del vector v es igual a la unidad.

Resolucion:
a) | U= (u2+u2+ud)™ ; [U]=(3+ 12+ (-1 | 07 = (1)
|7| = (VX2+ VyZ + VZZ )1/2 : | \_/j = ( 22 + 32 + 42)1/2 : | V_Tz (29)1/2
b) 'u’:rﬁ | 2 : & = vector unitario del vector T
A=T/|U]; a(awaya)
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a =31 ; a, =111 ; a,=-1/(11)"

1/2 —> -

a=3/(11)" T+ 1/(11) 1/(11)* K

c) cos a=V,/|V| =2/(29)"
cos B=V,/|V]|=3/(29)"2

cosy =V / | V]| = 4/(29)"?

d) [2/(29)"7% + [ 3/(29)"°]* + [ 4/(29)"*)* =
=4/29+9/29 +16/29=(4+9+16)/29=29/29=1

3-I2§do§Josve_(;toresu:3 i-2j+3k;v=2i-6j+ky
Z7=81 + j - 3 Kk hallar sus mddulos y sus cosenos directores.
Resolucion:

U= [+ (-22+3 ;| U]=(22)"; |u] =469

VI=[22+ (-6 +17 ;[ V]= (41" |v]=64

—

Z]=18 + 1 + (377 ;12]=(74)" ;] 2]=86

Vector U:

cos o= U,/ |U| ; cos o =3/4,69 ; cos a=0,63
cosp=uy/|u|; cos p=(-2)/4,69 ; cosp=-0,42
cosy=u,/|U|; cosy=3/469 ; cosy=0,63

> > —>
Vectores vy z igual que u.
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14.- Calcular el vector unitario con la misma direccién y sentido que el
vector V(-1,1,2).

Resolucidn:

-

VI= L1+ 22+ 272 5| V= (6)" =244
Sabemos que:
—> -
V=|V].u (1)
- o -
u (ux, Uy, U,) = Vector Unitario del vector V
De(l): U=V/|V]| 2 v(-112).

V| = [(-1)% + 12 + 29]*% = ()"

De (2):
-1
Ux = Ve / | V] = ==
(6)1/2
-> ! - 125 12 3> 12 77
Uy =V /[ V| = e { U=-1/(6)"i+1/®6)"j+2/(6)"K
(6)1/2
L 2
u,=v,/|v|=----—--
(6)1/2 \

15.- Encuentre el angulo entre dos vectores de 10 y 15 unidades de
longitud sabiendo que su resultante tiene 20 unidades de longitud.

Resolucion:
Recordar:

T.del Coseno Vg = (V12 = V22 +2.V;.V,.cC0s 0:)1/2
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20°=10%+15°+2.10.15.cos a
400 = 100 + 225 + 300 cos a
400 -100-225=300cos o ; 75=300 cos a

cos a="75/300 ; cosa=0,25 > a=755"°
Recordemos que el producto esclara de dos vectores es igual:
Vi.V,=|Vy|.|V2]|.cosa
16.- Encuentre el angulo entre dos vectores de 8 y 10 unidades de
longitud, cuando su resultante forma un angulo de 50° con el vector

mayor.

Resolucidn:

_
En el triangulo OAB de la figura anterior y por el Teorema del
Coseno:

F’=S°+F,-2.S.F,.cosa ; 64=(S*+100-2.S. 10 cos 50°)"
64=S°+100-128S ; S*-128S+36=0

S=12,8+ (163,84 —144)"% | 2

S=128+4,45/2

S, = (12,8 +4,45) [2 = 8,62

S,= (12,8 - 4,45) /2= 4,17
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Vectorialmente tomaremos el valor de S;: Es menor que el valor de
F, pero mayor que F;. Lo que no se puede cumplir es que el médulo
del vector suma sea inferior al valor de los vectores individualmente.

Conociendo el valor del S podemos aplicar la ecuacién de la suma de
dos vectores para obtener un vector resultante S:

SP=F’+F,+2.F,.F,.cosa
8,62°=8°+10°+2.8.10.cos a
74,3 =64 + 100 + 160 . cos a
74,3 - 64 —100 = 160 cos a

-89,7=160cosa ; cosa=-89,7/160 : cos a=-056

a=1241°
— =
17 _Q’adoslosvectoresu:3| - 2] +3 k,v= Zi - 6] T K y
Z=871 + ]_' 3K Qgterml_rlar el vector unitario en la direccion y el

sentido del vector S=u +V + Z.
Resolucion:
—>
S=(3i-2j+3K)+(2i-6j+k)+(8i+j-3k)
—>
S=131-7j+ Kk

—

ISI=[(132+ (-7 + 192 ; S| =148

Recordemos que todo vector es igual al médulo de dicho vector por el
vector unitario en la direccion y sentido del vector:

> > > > > >
S=|S|.u; u=S/|S|

S (13i-7]+K)/ 148 : T=13/148 T~ 7/148 j+ 1148 k.
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18.- Sobre un cuerpo de masa 500 g actian dos fuerzas, F; y F,, segiin
el diagrama:

F,=10N F,=25N

Determinar la el espacio recorrido a los 10 s de iniciado el movimiento.
Cinematicamente:

e=ze,+Vo.t + % .a.t

comoe,=0yVo=0 Dle=%.a.t°

Necesitamos conocer la aceleracion que aquiere el cuerpo y segun el 2°
Principio de la Dinamica nos dice:

F=m.a

Conocida la fuerza podremos obtener la aceleracion. Para obtener la
fuerza resultante que actua sobre el cuerpo volveremos a la grafica
inicial:

a=180°
F1=10N F,=25N

Segun el diagrama de fuerzas, la fuerza resultante es la diferencia de
las dos fuerzas (15 N), pero quiero que veais como utilizando el
teorema del coseno, que en una diferencia de vectores no se podia
aplicar directamente, nos lleva a ese valor de la fuerza resultante que
todos tenéis en mente:

Fr=(F +F’+2. F,.F;.cosa)"
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a=180° = cos 180°=-1
Fr=(F +F+2.F;.F,.cos a)"”
Fr=(F>+F°+2.F;.F,.cos 180%"
Fr=[F +F2+2.F . Fp. (-1)]"

Fr=(F2+F?-2.F . Fp)"

Fr=[(F.-F; )2]1/2 ; [FR=F2—F4

La fuerza que actua sobre el cuerpo vale:
FrR=25-10=15N

La aceleracion adquirida valdra:

Fr=m.a ; a=Fg/m ; a=15N/0,500 Kg ; a=30m.s"

El espacio recorrido sera:

e=%.a.t’; e=%.30.10°=1500 m
— —> —> —> —> —>
19.- Dados los vectoresu=3i - 2 j + 3 k , V=27 - 6T+ k
determinar:
a) El vector unitario en la direccion y sentido del vector D; = u —v.
b) El vector unitario en la direccion y sentido del vector D, =v - u

Resolucion:

—> —»> - —>
u:S_L 2l> 3I§’
V=21-6j+1Kk
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_’
a)Di=u-v

_>
Di=(3i-2j+3K-(2i-6j+kK)-=
=(3-2) | +[G2-(-6)]j+(31)k=
=i +4)+2k
Recordemos:
_>
D,=|D;|.a" a= vector unitario de D,

— > >

a=D;/|D;|

Calculemos el modulo del vector Dy:
_>
|Dy|=(1% + 42 + 29 ;| D;| = (21)*2 = 4,58

- >

a= (i + 4]+ 2K)458 ; A= 1/458i + 4/458 |+ 2/458 K

=S =
a=021 i % 0,87 j + 043 k

b)
m\/—"u_’
_>
v
- - - -
u:31>-21>+3k_>
V=21i-6j+1Kk
> > >
II_)‘g:v—u
D,=(2i-6j+ K-(3i-2j+3Kk)
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D;=(2-3) i + [(-6)- (21 + (1-3) K
== -47- 2K
- - > - -
D,=|D,|.b ;  b=vector unitario D,
> > >
b =D,/ Dy

> R s S
b= (i-6j+K/D)|
D= [(2° + (-6)" + 1)1 ;1D;| = (41)"* = 6.4

b= 2064 i - 6/6,4  +1/64 kK

b=031i>093j %015k

0.- Dados los vectores: u =31 - 2T+ 3k : V2T - éj k.

Resolucidn:

a) R=2u-1v+32w=2(3i-2j+3k)-(2i-6j+k)+
+3/2(31-6] +12K)=6i—-4j+6k-2i+6j-k+
+9/21-18/2j+36/2k 5 (6-2+9/2) i+ (-4j+6j-18/2)j+
+(6-1+36/2)k=85i-71+23k

—>
R| = (8,57 + (-7)* + 23%)*"
|R| = (72,25 + 49 + 529)2 = 650,252 = 255

b) S=13T+2V-5W
T=1/3(3i-2j+3K)+2(2i-6j+K) ~5(3i-6j+12K)=
=i_2/3j+k+4i—12j+2k—15i+30j—-60 k=
=(1+4-15)i+(-2/3-12+30)j+(1+2-60)k=
=107+ 17,34 ]-57K

1S = [(-10)2 + (17,34)? + ( - 57)]¥% = (100 + 300,67 + 3249)2 =
= 3649,67? = 60,41

Antonio Zaragoza L(’)pez www.profesorparticulardefisicayquimica.es

Pagina 17




TEMA N° 1. EJERCICIOS DE CALCULO VECTORIAL
AUTOR: ANTONIO ZARAGOZA LOPEZ www.profesorparticulardefisicayguimica.es

_2;.- Calcule el producto escalar de los vectoresK( 5-2,1)y
B(-1,3,-2).

Resolucidn:

Puesto que el ejercicio no nos determina el angulo que forman los
vectores para poder obtener el producto escalar utilizaremos la
ecuacion:

A . B = AxBx + AyBy + AzBz
- >
A.B=5.(-1)+(2).3+1.(-2)=-5 - 6-2=-13
— —
22.- Determinar el angulo que forman dos A (5,-2,1)yB (-1, 3, -2).
Resolucion:

Recordemos que:

Debemos conocer el roducto esclar de A por B:
> >
A . B = AxBx + AyBy + AzBz
— —>
A(51_211)yB(_1131_2)
—- >
A.B=5.(-1)+(2).3+1.(-2)=-5-6-2=-13
—_- >
Debemos conocer lo modulos de Ay B:
_>
| A | = [52 + (_2)2 + 12]1/2 = (30)1/2 = 5’5

B 1= [(1)+ 3 + (21 = (142 = 3,74
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Ya podemos llevar valores a (1):
> >
A.B - 13 -13
COS @ = ===zgz=m==mmy = mmmmmmmmmmmos = emeeeoees = - (0,632
|A|.|B| 55.374 20,57
Cosa=-0632— a=129,19°

23.- Dados los vectores a (3, 3, 1) y b(0, 1, -2), calcula el vector sumay
el angulo que forma dicho vector (vector suma) con cada uno de los
vectores dados.

Resolucion:

> —»> >
Vector suma: S=a+b=(3,3,1)+(0,1,-2)=(3, 4, -1)
Angulo entre Sy a: (aplicacion del producto escalar)

S.a=|S|.|al.cosa (1)

[32 + 42 + (_1)2]1/2 — (26)1/2 — 5,09

| = (32 + 32 + 12)1/2 — (19)1/2 — 4,36
@ =Sxax+ Sy.ay + Sz.az=[9+12+(-1)] = 20
De (2): -
S.a’ 20 20
COS @ = ============= = =mmmmmmmemom D oo =0,9

IS|.|a| 509.436 22,19

a = 25,84°
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. —> —>
Angulo de S con b:

Del producto Escalar deducimos que:

s b~
COS B = -=----=n=-mm-- (2)
IS|.|b]
> >
S.b=Sx.bx+Sy.by+Sz.bz=[(3.0+4.1+(-1).(-2)]=6
_>

| b | = [(02 + 12 + (_2)2]1/2 = (5)1/2 = 2,24

\

|S|=[3°+4°+ (-1)°]"* = (26)"* = 5,09
Si sustituimos en (2):

6 6

COS P = -----------mmmms = e = 0,526
5,09.2,24 11,4
B =58,26°

24.- Demostrar que la suma delos &ngulos a y p del problema anterior
coincide con el valor del angulo que forman los vectores Ay B entre si.
DATOSL 'a'(3 3,1):b(0, 1, -2)
|a|-436 |b|-224 a = 25,84° ; p =58,26°
Resolucion:

Recordemos que:

2 b=|2].[D].cosy
De donde : L, >
a.b
COS § = -=--=--=--=--- (1)
_>
la].|b]
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> >
a.b=

ax.bx+ay.by+az.bz=(3,3,1).(0,1,-2)=1

Nos vamos a (1):
1 1

0 ] = emmmmmmmsesnnes = emnmnes =0,102
436.224 9,76

B =8414°
Del problema anterior:
a + = 25,84° + 58,26° = 84,1°

—»>
25.- Dados Iosvectores:_z;:3i+5j+4k; b=-71i+8)J+6Kk;
—> - =
c=-i1+2]j+2k,calcular:

> >

NACRURORS
®
Y Oy O oy

oy s oY,

v
=

@ D) .C

Resolucidén:

D
QD

Pongamos los vectores en funcion de sus componentes cartesianas:
2(3,54) : B(-7,8,6) ;: C-1,2,2)
—5 >
a)a-b=(3,54)-(-7,86)=[B-(-7)+(5-8)+4-6) =
s —»>
=(10-3-2)=10i-3j-2Kk

> 5
b.c=

b) bx.cx+by.cy+bz.cz=(-7).(-1)+8.2+6.2=

=7+16+12=35
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v

0)a.¢=3.(-1)+5.2+4.2=-3+10+8=15

d)a.2=3.3+5.5+4.4=9+25+16=50
e) @.B).C=(az.bx+ay.by+az.bz).[(-1),2,2] =
=[3.(-7)+5.8+4.6].[(-1), 2, 2] = (- 21 + 40 + 24) . [(-1, 2, 2] =

> - -
=43.[(-1),2,2]=-431+86 )+ 86 k

- —»>

_’
26.- Calcular el valor de “a” para que los vectoresu=3i+4j-2K y
V=ai-2]+ 2 kformen un angulo de 45°

Resolucidn:

Recordemos que:

<

V= | u |. | VT cos «
cos (l=l_l>.;’7| u_T | \7T (1)
De la ecuacion anterior conocemos:
cos 45°=0,7
| T =[(3° + 4%+ (-2 = (29)"* = 5,38
|V|: I( a2 + (_2)2 " 22]1/2 — (az +8)1/2
_J._\7= Uy + Uy + UV, =3a-8-4=3a-12

Si nos vamos a (1):

5,38 . (&% +8)"
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trabajando matematicamente:
0,7.538.(a’+8)"=3a-12
Elevando ambos miembros al cuadrado:
0.49 . 28,9 (a° +8) = 9a* — 72a + 144
14,16a° + 113,28 = 9a° - 728 + 144
14,16a° —9a° + 72a + 113,44 =0

5,8a° + 72a — 30,56 = 0

-72 + (5184 + 708,99)"? 041
11,6 1275

27.- Dados los vectoresa=3i+5jyb=4i+x+ 3k, determinar el v
valor de “x” para que los vectores a y b sean perpendiculares.

Resolucidén:

Si los vectores son perpendiculares implican que el angulo
comprendido entre ambos sea de 90°.

Sabemos que: cos 90° =0

De la ecuacion del producto escalar:

a’h
COS O = -----——---- __; -
lal.[b]
a?b
cos90°=0— 0= ------mm-- - ;a‘.’E’:o
lal.|b]
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a=3i+5j: b=4i+x+3k

3.44+5.x+0.3=0; 12+5x=0 ; 5x=-12

x=-12/5=-2,4
28.- Deteu;una_l; el \3101' el pa_mme_tro “a” para que los vectores
X=al -2j+3K; y=-i + aj + k sean perpendiculares.
Resolucion:

Si los vectores son perpendiculares el angulo que forman entre ellos es
de 90°. Esto implica:

X.y =|xT.|y|.cosa
.V =|x].|y].cos90°=x.y.0=0

Para que dos vectores sean perpendiculares su producto escalar
debe ser igual a cero:

También sabemos que:
Wiy 28 _
XY = XeYx + XYy + Xy, =0
=

—>
>—<’:ai_>-2j+3l?; y:-—i'+ aT+ k
-a-2a+3=0; -3a=-3 ;a=1

29.- Dado los vectores A(4 -3,0)y B(8 6, 0), calcula:
a) 2A+EB
b) El producto escalar deK B.
c) El angulo que forman A y_B'

Resolucidn:

- —
a) 2A+B (41+-3))+ (81+6)+)=

2
8i-6j +8i+6j=161i

Antonio Zaragoza L(’)pez www.profesorparticulardefisicayquimica.es
Pagina 24




TEMA N° 1. EJERCICIOS DE CALCULO VECTORIAL
AUTOR: ANTONIO ZARAGOZA LOPEZ www.profesorparticulardefisicayguimica.es

- —

b) A.B=AxBx+AyBy+ AzBz=4.8+(-3).6 =32-18=14

— —>
.B=A.B.cosa ; cosa=A.B/|A|.|B]

cosa=14/5.10 :cosa =028 > a=73,73°

30.- Los vectores cuyos extremos son los puntos A(-3,2,1) y B(5,-3,2),
tienen como origen comun el punto C(-1,3,0). Calcular el producto
escalar de ambos vectores y el angulo que forman.

Resolucion:

C(-1,3,0)

(5,-3,2)
CA[(3)-(-1) , 2-3), (1-0)] ; CA(-2,-1,1)=-2i-j+k
CB[5-(1),(-3)-3,(2-0)]; CB(6,-6,2)=6i-6j+2k
CA.CB=|CA|.|CB|.cosa (1)

CA.CB = CAXCBx + CAyCBy + CAzCBz = (-2).6 + (-1).(-6) + 1. 2 =

=-12+6+2=-4
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De (1):

— > —
c0sa=CA.CB/|CA|.|CB| 2

[(-2)? +(1) + 17" =62 = 2,45
[6°+ (-6)° + 27| =762 = 8,72

O¢>

|C |
|CB |
Nos vamos a (2):

cos a=-4/(2,45.8,72) = -4/21,36 = -0,18 ; a = 100,4°

31.- Dados los vectores a = 3 1 + 5_j>—_k> y_k::_r & 4T— 2_Iz, calcula el

producto escalar siguiente: (a—5b).(2a+6b)

Resolucidén:

—> —>
5’5'_5(|+4J_2k) 5|+20]_—>10_|_(>
2a 2(3i+5)-k)= 6|+10l_;2k_’
6b= 6(i+4j-2k)= 6|+24j—12k

(3- 5b) (3i+5j-2K)— (5|+2oj_10k)_-2|‘-’15f18k"_’>

(284 6B)=6i+10j-2k+6i+24j—12k=127+34j214K
Luego:
(B-5D).(2a%6D)=(-2).12 + (-15) . 34— 112 = -24 - 510 — 112 =

=646

32.- Comprobar que los vectores A=3i+ 2j-k; B=i+ 3j-5ky
=2 i—]j+4 kforman un triangulo rectangulo.

Resolucion:

Cuando entre dos de los tres vectores dados exista un angulo de 90° el
tridangulo seré rectangulo. Tenemos que buscar el angulo de 90°.
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[3%+2°+(-1)’]"*=3,74
[1%+ 3%+ (-5)]"*=5,91
[ 2%+ (-1)° + 47]* = 4,58

OyIy>y

Al
|BI
|C|
Debemos recordar que:

- >

—-> > - —>
A.B=|A|.|B|.cosa (1) y A.B=AxBx+ AyBy + AzBz (2)

Recordemos también que el producto escalar es conmutativo. De la
ecuacion (2) obtenemos:

- >
A.B=3.1+2.3+(-1).(-5)=3+6+5=14
> —»

A C=3.2+2.(1)+(-1).4=6-2-4=0
B.C=1.2+3.(-1)+(5).4=2-3-20=21

De la ecuacion (1):
> > 5 —»
cosa=A.B/|A|.|B|; cosa=14/14.5,91=14/82,74 = 0,169

a = 80,25°

> > 5> 5

cosp=A.C/|A|.|C|; cosp=0/3,74.458=0 ; f=90°

Aqui tenemos el angulo que estdbamos buscando y efectivamente se
trata de un triangulo rectangulo.

33.- Suponiendo dos vectores cuyos mddulos son 7 y 8
respectivamente, y sabiendo que el angulo que forman es de 30°,
calcula el moédulo del producto vectorial e indica el angulo que forma
con los dos vectores.

Resolucion:

Recordemos que:
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- >

-
|AXB|=|AT.|B]|.sena

- >

| AXB|=7.8.sen30°=28

Por definicion, el vector producto vectorial de dos vectores es un
nuevo vector que forma con los iniciales un angulo de 90°.

34.- Dados los vectores U (1,2,3)y T/'( -1, 1, 2) calcular:
a) Su producto vectorial.
b) EI angulo que forman los vectores

Resolucidn:
a)

Existen varias formas de realizar el producto vectorial entre dos
vectores:

a) Mediante su formula.- Muy larga y dificil de memorizar

b) Aplicar la regla Sarrus a un determinante de 3 x 3.-
Complicada

c) La que yo uso. Considero de facil aplicacion. Trabajamos con
un determinante cuya 1?2 linea son los vectores direccionales
(i,j,k). La 22 linea la establecen las componentes del vector inicial
del producto vectorial. La 32 linea las componentes del segundo
vector del producto. Después repetimos la 12y 22 fila:

C
<
<v
I
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Realizamos los productos que nos indican las lineas rojas ya estos
productos les restamos los productos que nos indican las lineas azules:

> >
u

XV=4i+k-3j—-(-2k+3i+2j)=4i+k-3j+2k-3i-2j =
e e R =
=i-5j+3k

—

> > —-> —> > > —>
a) |AxB|=|A|.|B|.sena ; sena=|AxXB|/|A|.|B]| (1)

| El [ + ( 5) +3 ]1/2 51/2 5 9
|

Si nos vamos a la ecuacion (1):

—>
A X
-

Al=(17+22+3)"?=14""=374
-
B

| =[(-1)*+ 1%+ 272 =62 =2,45

—>
sena=|AXB|/|A].|B]; sena=59/3,74.245
sen a=5,9/9,16=0,64 > a=39,79°
35.- Dado los vectores U = 3 i —j+ky V=i+]j+k, hallar el producto

vectorial de dichos vectores, y comprobar que el vector obtenido es
perpendicular a los vectores U y V.

Resolucidn:
—»> - >
I\j k
3 N 1
\\ N
P=TUXV= L\ N F e Bk o[ i3l

- \__,\_,——|+3k+_L+k—|—3j—

I j\k ——2|—21+4k
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sena=|AXBI|/|U].|V] Q)

PI=[(2°+ (2 + 47" =24" =489

|u|—[(3) +(-1)2+ 142 =11 =331
|V|_(12+12+12)1/2_3ll2 173

Para calcular el angulo que forma el vector producto vectorial con los
vectores dados tenemos que trabajar independientemente con cada
uno de ellos, es decir, p - A y p -1 B. Podemos aplicar el producto
escalar:

—>—> - >
p.u=|p|.|uf.cosp

_>

u=3i- J+kyv—|+J+k P——2|—21+4k
D U= (2i-2j+4K). Bi—j+K)= (-6 +2+4)

(-6 +2+4)=4,89.3,31.cosp
—>

0=16,18.cosp ; cosp=0/16,18=0 > f=90°

[(-2) + (-2) + 4] =4,89 . 1,73 . cos pn
0=845cosp ; cosp=0-> y=90°

36.- Dado los vectoresA(2 -1, 1)yB( -1, 2, 1), calcular:
a) E,: ,—f\:x B
b) C . A Discutir este ultimo resultado y predecirlo sin calcularlo
previamente

Resolucion:

Antonio Zaragoza L(’)pez www.profesorparticulardefisicayquimica.es
Pagina 30




TEMA N° 1. EJERCICIOS DE CALCULO VECTORIAL
AUTOR: ANTONIO ZARAGOZA LOPEZ www.profesorparticulardefisicayguimica.es

a) i\f k
2\ -J\ 1
> > > \ \f ) ) ) )
C=AxB= -1\ & =-i+4k-j—(k+2i+2j)=
AN :-i+_£1k—_J—I§>- 21—-2]=
i y \1< =-3i-3)J+3k
2 \1

> >

b) C . A - se trata de un producto escalar de dos vectores que
como resultado se obtiene otro,¢ escalar. En este caso en concreto
el vector C y el vector A son perpendiculares (definicion del
producto vectorial) por las caracteristicas de C. El producto
escalar tiene la expresion:

> >
C.A=C.A.cosa
> >
Como a=90° - cos 90°=0, luego C.A=0

37.- Dados los vectores U = 3 i —-j+ky V=2i- 3]+ Kk, hallar:
a) El producto tx V.
b) El productoV x U.
c) Compara los resultados anteriores.

Resolucidn:
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a)U=3i—j+k :v=2i-3j+k

“o0 1] =-i-9k+2j-[(-2)k+(-3)i+3]]=
N J\\ = j-9k+2j+2k+3i-3]=

i \j\k =2i-j-7k

(ﬂ*
§+
o 4

AN

= B3 -1I 1 [=-3i-2k+3j—-(-9k-i+2]j)=
N\ N\ =-3i-2k+3j+9%+i-2]=

k |=-2i+j+7k

N
1
w
[HEN

c) Los vectores obtenidos son:

> P > >

p=2i—-j-7Kk Se cumple quep =-5s

S=-2i+j+7k Hemos obtenidos dos vectores opuestos que
se caracterizan por:

a) Tener el mismo médulo.
b) La misma direccion.
¢) Sentido contrario.
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38.- Dados los vectores_J( 3,1,-1)y —\7( 2,3, 4), hallar:
a) Los médulos de T yvo,
b) El producto vectorial u x v.
¢) Un vector unitario perpendicular a los vectores i y V.

Resolucion:
a) |U|=[32+1%+ (-1)¥*=11"*=3,31
|—\7| (22+32+42 )1/2_291/2 5,38
b)
i\j K
-1
3\.-\ 1
Txv = 20 3 M4 |md4ivok_2j_(2k_3i+12j)=
uxv = \.,\ =41 —-2)]-(2k-3i j)=

. " =4i+9k-2)J-2k+3i-12j=

\k =7i-14j+ 7K

3 1 -1

El producto vectorial u XV e es un vector que Ie vamos a llamar p p.
Este vector p por teoria es perpendicular a 7§ y V. Luego solo
nos hace falta calcular el vector unitario a p:

| [5'| = | p'T. a’ ; aZvector unitario al vector p
a=pT|pT ()
| B1= [ 72+ (-14) + 772 = 470596 = 686
Si nos vamos a (1):

= (7i-14j+7Kk)/686 ;: a=7/686i-14/686]j+7/686 K"
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?_@.- Hallar dgﬁ vectores de médulo la unidad y perpendiculares
u(2,-2,3)yv(3,-32).

Resolucidn:

U=2i-2j+3k ; Vv=3i-3j+2k

Por definicidn sabemos que el producto vectorial de dos vectores es
otro vector perpendicular a los dos vectores.

I\j k
2\—\\3
- \x 2 |=-41-6k+9)—-(-6k-9i+4))=
=-4i-6k+9j+6k+9i-4j=

NN 41-6
i ,\k =51 +5j+0Kk
2 -2

3

> > > > : :
F =V x U = es el vector opuesto al vector P, como vimos en ejemplo
anterior, luego F=-5i-5j—0k.

> > A . .
P y rson dos vectores que cumplen las sm_u:entes condiciones:

a) Son perpendiculares a los vectores uy v,

b) Tienen el mismo modulo.

c) Tienen la misma direccion.

d) Sentido contrario.
Los vectores unitarios seran:

—>
P=1pl.3
. . . 0z . =

= vector unitario en la direccion y sentido de p

|_5| — ( 52 + 52 + 02 )1/2 — 501/2 =707

ey ) ) _ —»> -
|; A=(5i+5j+0k)/7,07=5/7,07i+5/7,07
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T= |_F| b ; b = vector unitario en la direccién y sentido de r
I¥1=[(5) + (5)2 + 072 = 7,07

—-»> —» > >

b=_r'/|_r'| ; b=(- 5I—5j—0k)/707 b:-5/7,07i_—>5/7,07j_>

40.- Dados los vectoresK( 3,-2,2) y_E:(O, 2, 1); calcula los vectores
de mddulo 3 y perpendiculares a ambos vectores.

Resolucidn:

Como sabemos, el producto vectorial de dos vectores es 0tro vector
perpendicular a los dos primeros. Luego:

entre ellos son del mismo médulo, de la misma direccién

p :Kxg} T)' y T son dos vectores PERPENDICULARES aKy—B'y
y de sentido contrario, es decir, son vectores opuestos.

— —>
r=B

> > >

p=AxB

- =
Secumpleque: p=-r

—>
Calculemos p :

Oy

=21 +6k-(41+3j)=
_ \ e —-2|+6k 4|—3J—
I ¥

\k = -6I—3j+6k
2
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> > >

P=-61-3]+6K> r=61+3j-6Kk

. . -
Vamos a proceder a calcular los vectores unitarios de p y T, luego los

multiplicaremos por un escalar, 3, obtendremos los vectores que nos
pide el ejercicio:

B=-61-3]+6K > r=6i+3]-6K —»
—»> 2 2, p2ql2 12
|p|=[(-6)"+(-3)+6 ] =81"=9
|_I’>|=[62+32+(-6)2]1/2=811/2=9

Todo vector es igual a su modulo por el vector unitario en la direccion y
sentido del mismo:

=|?|.b : IZ_;“ “« “« “« r~>
=p/|P|; Z=(-6i-3j+6K)/9; &=-6/9i—3/9j+6/9K
a= 20312 13j 123K
_>
I1¥|b=(6i+3j-6k)/9; b=6/9i+3/9j—6/9k
> > > >
b=2/3i+1/3j-2/3k
y? son los vectores que nos pide el problemay para ello:

>

+

S

2 > 2> . ) »> > > >
S=3.a;S5S=3.(-23i-13j+2/3k) ; S=-2i—-j+2k
-»> >

T=3.b; T=3.(28i+13j-23K) ; T=2i*jo2K
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41.- Dado los vectores A (4,-3,0)y Ig( 8, 6, 0), calcula:
a) 2 A+
b) Un vector de modulo 1 en la direccion de A.
c) El producto escalar R
d) El angulo que forman A y B
e) El producto vectorial de AxB
f) El mddulo del producto vectorial A x B

Resolucidn:

a) 2A+B=2.(4,-3,0)+(8,6,0)=(8,-6,0)+(8,6,0)=161 "
by R=|A|. T T=R/|A|

—->
| A | — [42 + (_3)2 + 02]1/2 — 251/2 — 5

cv

=(4,-3,0)/5 ; U=(4/5,-3/5,0)

= AxBx + AyBy + AzBz A(4,-3,00yB(8,6,0)
=4.8+(3).6+0.0=32-18+0=14

|A| |B| cos a (1); g B 14 (2)

| §| = (8%+6240%)" = 10

-

|Al=5

Utilizando las ecuaciones (1) y (2):

14=5.10.cosa ; cosa=14/50=0,28

a=713,713°
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=y
4

PN
/*- 'y

/wo

—>
=24 k- (-24k)=48K

>y
X
Wy
1

_>
e) |AxB|= (482 =48
42.- Dados los vectores A=3i+2j—k y B=6i-3]j+2k, calcular:

a) El angulo que forman los dos vectores.

b) Grafica,y numéricamente la proyeccion del vector A sobre el
vector B

c) Grafica y numeéricamente la proyeccion del vector B sobre el
vector

Resolucion:
a) Datos necesarios:
_>
|A|=[3%+2°+ (-1)’]"* =142 =374
_>

Recordemos que:

—> —> —> —>
A.B=|A|.|B|.cosa

— —>

A . B = AxBx + AyBy +AzBz

luego: A=3i+2j—-ky B=6i-3j+2k

— —>
|A|.|B|.cos a=AxBx + AyBy +AzBz
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374.7.cosa=3.6+2.(-3)+(-1).2
26,18 cosa=18-6-2 ; 26,18 cosa=10 ; cosa=10/26,18
cos a=0,3819 > a = 67,54°

b) A=3i+2j-Kky B=6i-3j+2k

Pea i
A
\\
\
—> \\
B \
Cat.con. Cat.con.
COS @ = -------=m-mmmmmmme- COS O = ==-==mmmmmmmmmmmm-
Hipotenusa Hipotenusa
Pag Pea
C08 (74 = oo COS g = ---=====-==
| A |B |
- —>
Pag =|A|.cosa Pea=|B]. cos a
Pag = 3,74 . cos 67,54° Pga =7 . C0OS 67,54°

Pag=3,74.0,38=1,42 udl Pga=7.0,38=2,66 udl

43.- Calcula el perimetro, uno de sus angulo y el area del triangulo que
tiene por veértices los puntos A(1,3); B(2,-1) y C(4,2)

Resolucién:
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(1,3) A
C(4,2)

¥

Para conocer el perimetro transformaremos los lados del triangulo en
vectores. Los modulos de dichos vectores seran la longitud del
lado correspondiente. Como el ejercicio nos pide el angulo que
forman dos vectores tendremos presente que nosotros sabemos conocer

angulos entre vectores que tienen un origen comun Vectores a
determinar:

(1,3) A
A 4,2)

AB” C
Yo

AC=[(4-1),(2-3)] > AC(3,-1)> AC=3i—j

CB=[(2-4),(-1-2)]1> CB(-2,-3)>CB=-2i-3]j
AB=[(2-1),(-1-3)] DAB(1,-4) > AB=i -4]
|A—E:|= [3°+(-1)°]"*=10"*=3,16

|CBI=[ (2 + (3 =13"=36

|AB | =[(-1)2+49"2 = 172 =412

Perimetro:

Perimetro = AC + CB + AB=3,16 + 3,6 + 4,12 = 10,88 udI
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Uno de sus angulos:

%

¥

Recordemos:
—> —> —> —>
AB.AC=|AB|.|AC]|.cosa (1)

- —
AB . AC = ABXACx + ABYyACy + ABzACz (2)

Igualando (1) y (2):

— —>

| AB|.|AC|. cos a = ABXACx + AByACy + ABzACz
4,12 .3,16 .cosa= 1.3+ (-4).(-1)
13,02.cosa=7 ; cosa=7/13,02=0,537

a =57,52°
Area del triangulo:
. ., —> —>
Area del triangulo =% | AB x AC |

Area del triangulo=%.|AB|.| AC|.sen a

—>

| AB | =4,12
=

| AC |= 3,16

sen 57,52°=0,84
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Area del triangulo =% .4,12 . 3,16 . 0,84 = 5,46 uds

—»>

_>
43.- Comprobar que los vectores A=3i+2j-k; B=i+3j-5ky
=2 i-]j+4 kforman un triangulo rectangulo.

Resolucidn:

Para comprobarlo tendremos que determinar que uno de los angulos
del triangulo es de 90°.

Aplicando las ecuaciones del producto escalar podremos resolver el
ejercicio.

Datos necesarios:
> 2 2 291/2 1/2
|A|=[3"+2°+(-1)]"=14""=3,74
-
|B|=[1%+3%+(-5)°]"*=35"*=5,01
P 2 2 1/2 1/2 _
|C|=[2°+ (-1)* + 4°]** = 212 = 4,58
—> —
Veamos el angulo que forma A con B:
- > > >
A.B=|A|.|B|.cosa
A . B = AxBx + AyBy + AzBz
|A_\>| y §|.C08a=AxBx+AyBy+Asz
3,74 .591.cosa=3.1+2.3+(-1).(-H)
22,1cosa=14 ; cosa=14/22,1=0,63
— 6}
a = 50,95
Angulo entre Ay C:

>
|C| =458
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> >
A .C=AxCx + AyCy + AzBz
3,74.4,58 .cosa=3.2+2.(-1)+(-1) .4
17,12cosa=6—-2-4 ; 17,12cosa =10

cosa=0/17,12=0 > o =90°

Se ha demostrado la existencia del angulo de 90° por lo que el ejercicio
esta terminado.

44.- Determinar el area del triangulo cuyos vértices son los puntos
A(l,1,3),B(2,-1,5) y C(-3,3,1).

Resolucion:
A(1,1,5),B(2, -1,5)y C(-3,3,1)

B (2,-1,5)

A(l,1,3)
(-3,3,1)
Si pasamos al diagrana de vectores:
B (2,-1,5)
A(l,1,3)
(-3,3,1)
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z ., —> —
Area del triangulo =%z | AB x AC |

\B=[(2-1),[(-1)-1],(5-3)] : AB=i-2j+2k
%'zu ~1),(3-1),(1-3)]; AC=-4i+2j -2k
i\\i K

N\ X . . .
‘ =41+2k-8)-([(-2).(-4) K] +41 -2)) =
. —4|+2k 8]—8k 4i+2]=

i h Kk|=-6j"6k "
N

- ., —> ==
Area del triangulo =% | AB x AC |

2

B4
/g
/k>

| AB X AC | = [(-6) + (-6)4]V% = 72V% = 8,84

Area=1.884 =442 u°

45.-Sean A (-3,4,0); B(3,6,3)yC(-1,2,1)los tres vértices de
un triangulo. Se pide:

a) El coseno de cada uno de los angulos del triangulo.
b) Area del triangulo.

Resolucion:

B(3,6,3)

A(-3,4,0)

C(-1,2,1)
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Calcularemos los vectores correspondientes a cada uno de los lados del
triangulo, sus mddulos y aplicando el teorema del coseno, los cosenos
de los tres angulos del triangulo:

B(3,6,3)

A(-3,4,0)

AC C(-1,2,1)

[(3-(-3), (6-4) ,(3-0)] > AB(6,2,3)
[(-1-(-3)),(2-4),(1-0)1> AC(2,-2,1)
[(3-(-1)),(6-2),(3-1)]1> CB(4,4,2)

¢ SE

|AB| ( 62 i 22 i 32 )1/2 — 491/2 7
|AC| _ [ ( 22 + ( 2) + 12 ]1/2 91/2 3

—

Si volvemos al triangulo inicial:

Los valores de los lados no corresponden con la longitud pintada. Pero
los consideramos como validos y podemos seguir trabajando.

Teorema del coseno:

a’=b’+c°—2.b.c.cosa : 6°=32+72-2.3.7.cosa

|
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36=9+49-42.cosa ; -19=-42cosa ; cos a=-19/-42=0,45

b’=a’+c°—2.a.c.cosy; 3¥=62+72-2.6.7.cosy
9-36-49=-84cosy ; -76=-84cosy ; cosy=-76/-84
cosy=10,9 2> y=25284°
c®=a’+b*-2.a.b.cosp ; 7°=6°+3°-2.6.3.cos B
49-36-9=-36cosP ; 4=-36¢cosP ; cosp=4/-36=-0,11

B =96,37°

« ., — —> )
Area del triangulo=|AC|.|AB|.cosa=3.7.045=9,45u

46.- Dados los vectores U = (3,1,-1) y_\7( 2, 3, 4), hallar el area del
paralelogramo que tiene por lados los vectoresT y V.
Resolucion:

v

— >
\'

Area del paralelogramo = |0 XV |

U=(3,1,-1)yv(23 4)

\J;
3. -1
N\ \\
=2 4= 4i+9Kk-2j—(2k-3i+12j=

_\\\\ = 4i40k=2j-2k+3i-12]=
i 1 Kk

N

3 1 -1

[ k
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> >
uxv |

| [ 7%+ (-14)* + 77]¥2 = 2942 = 17,14

Area del paralelogramo = 17,14 u?

47.- Calcula el area del paralelogramo que determinan los vectores
(234 yVEL2)

Resolucidn:

v

V—P

« >
Area del paralelogramo = |t x V|

Regla de Sarrus:

> g -»>
I\\j \k

uxv= | 2 3 =6i+2k+12j—(9Kk+4j+4i)=
3179 |2i+8j-7k

|UXV|=[22+8+(-7)2= 1172 = 10,81 U’

48.- Considerar la siguiente figura:

A(1,1,0) D

B(-L -1 -1) C(2,2,0)
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Se pide:

a) Coordenadas de D para qué ABCD sea un paralelogramo

b) Area del paralelogramo.

Resolucidn:

a) Para que ABCD sea un paralelogramo es necesario que los lados
BAy CD sean_paralelos y tengan la misma longitud. O bien que
los vectores BA y CD sean equipolentes, es decir, tengan las
mismas componentes y por lo tanto el mismo modulo. El dibujo

inicial lo podemos transformar en:

A(1,1,0)

D(xy,2)

B(-1,-1,-1)
—>
Componentes vector BA:
—>
BA[(1-(-1),(1-(1)),(0-(-1))]
—>
BA(2,2,1)
—>

Componentes del vector CD:
—>
CD[(x-2),(y-2),(z-0)]

—> —-> .
Como | BA| =| CD | se cumplira:
X—-2=2 ; x=4

y—-2=2;y=4

Las coordenadas del punto D son (4,4, 1)

b) El Area del paralelogramo.

C(22,0)
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Trabajaremos con el dibujo inicial:

A(1,1,0) D(2,21)

B(-L,-1,-1) 'C(2,2,0)

_>
BA (2,2, 1)

_>
BC (3,0, 1)

Area del paralelogramo = | BA x BC |

Regla de Sarrus:

>

BAxBC=|2 2 1F2i+3j-(6k+2j)=2i+j-6Kk

|BAXBC |=[2%+1%+ (-6 =412 =64
Si nos vamos a la ecuacion (1):
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Area del paralelogramos = 6,4 u?

49.- Dados los vectores U (1, 3,5) ;V (2, -1,4) y W ( 2, 4, 3),
determinar el volumen del paralelepipedo que constituyen.

Resolucidn:

Dibujamos la figura y colocamos los vectores:

<y

\ 4

Volumen del paralelepipedo = Area de la base x la atura =
- = - - > —>
=|lvxw]|.|u|=|u (vxw)|
Area de la base = | Vx W |
Altura=h=|T|

Regla de Sarrus:

Wi
|‘E.(_\7x_v7/)|=2\\¢4 =.3+24+40+10-18-16=37 U°

Volumen del paralelepipedo = 37 u®

50.- El volumen de un ortoedro se obtiene multiplicando el area de la
base por la altura Sabiendo que los vectores que forman la base
corresponden av 2,-1,4) y w (2 4, 3) y las componentes de de la
altura son u (1 3, 5). ¢ Cual es el valor del volumen del ortoedro?.
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Resolucidn:

1] 3 5

Volumen del ortoedro=|ﬁ'. (Vva')|=2 -1 4=

2 4 3

=-3+24+40-(-10+18+16)=61-24=370u°

51.- Tenemos tres vectores cuyas componentes son:
a>(2s _11 1) ’ \_/'(3’ _215)y\”(3! 5! 1)

. > > > .
Responde, tras comprobar, si el valor escalar deu . (v xw) es igual a
> > > > > >

v.(wxu)yaw.(uxv).

Resolucidn:
2 -1 1

U.(VxwW)=13 2 5 =-4-15+15-(-6-3+50)=-45
3 5 1
3 -2 5

V.(Wx¥)={3 5 1F15-4-15-(50-6-3)=-45
2 -1 1
3 5 1

w.(UxV)=[2 -1 1|=-15+15-4_(-3+50-6)=-45
3 2 5
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52 .- Dados los vectores:
T’r(z’ 113) , v(ll 213) y W(-11 _11 0)

: - > > ,
Hallar el producto mixto (u, v, w). (Cuanto vale el volumen del
paralelepipedo que tiene por aristas los vectores dados.

Resolucidn:
2 1 3

T.(Vxw)=|[1 2 3E-3-3-(6-6)=-6+12=60°
1 -1 0

—»>
53.- El vector F =2 i+ j tiene_»su punto de aplicacion en el punto
P(4,7). Determina el momento de F respecto del punto A(8,2).

Resolucidén:

-
> Mo
P(4,7)
r—>
o A(8,2)

Componentes del vector T :

T[(4-8),(7-2)]> r(-4,5
> - > >
El momentodeF: Mo=rxF

)

> > >

> > > |11 K >
Mo=rxF=]-4 5 0|=-4k-(10k)=-14k
2 1 0
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94.- Calcula el momento del vector AB, definido por A (1,-1,-1)y
B (2,0,1), respecto al origen de coordenadas.

Resolucion:
- > >
Mo=r x AB
(2,0,1)
—
(0,0,0) AB
—r->
A, -1,-1)

Componentes del vector T

P[(1-0),(-1-0),(-1-0)] > 7(1,-1,-1)
—>

Componentes del vector AB:

A—E[(Z—l),(O—(-l)),(1—(-1))]9 A—E:(l, 1,2)

e
I ] k
1 -1 -1
1 1 2

—>

Mo=rxAB = = -2i—J+k-(-k+2j-1)=-i-3j+2Kk

99.- El vectorV( 2,1, 0) tiene su punto de aplicacionen A (3,0, 1),
calcula: o

a) El momento de V respecto del origen de coordenadas.

b) El momento de V respecto del punto b ( 3,-2,-1)

Resolucion:

Antonio Zaragoza L(’)pez www.profesorparticulardefisicayquimica.es
Pagina 53




TEMA N° 1. EJERCICIOS DE CALCULO VECTORIAL
AUTOR: ANTONIO ZARAGOZA LOPEZ www.profesorparticulardefisicayguimica.es

a) El punto A es el punto extremo del vector T
—> > —>
Mo =rxV
—>

V

(0,0,0)
> SSA(3,0,1)

Componentes del vector T
T[(3-0),(0-0),(1-0)]> T(3,0,1)
El vector Mo con respecto al origen de coordenadas:

i ok
xV=3 0 1|z 2j+3k-(i)=-ir2jT3K"
2 1 0

= =
=r

Mo

b) El momento respecto al punto B ( 3,-2,-1)

—> —>
—»
Mo=rxV

(3,-2,-1)B
r—.>

A(3,0,1)

—
Componentes vector r:

T(3-3),(0-(-2), (1-(1)]> 7(0,2,2)

-»> > >

—»> > > I J K . ) > >
Mo=rxV=|0 2 2% 4j—(4k+2i1)=-2i+4j-4k
2 1 0
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56.- Dado el vector sz — 3 kaplicadoenel punto P (1, -1,-5), halla
su momento respecto del punto O (2, -3,0).

Resolucion: o
Mo=rxA

(2,-3,0) 0

P(1,-1,-5)

_.'
Componentes del vector r:

TL(1-2),((-)-(-3),(-5)-0)]> F(-1,2,-5)

> > |11 K _ o -> >
Mo=rxA=f1 2 5 ||=-6i-k-(3)J-51)=-1-3]j-k
0O 1 -3

S57.- Sgpiendo gue el vector _r'( 3, -2, 2) es el vector de posicion del
vector v (5, -1, 2), referido al punto (0, 0, 0). Calcular el momento
del vector Vrespecto al punto P (2,3, 1).

Resolucion:
Si el vector r esté referido al punto ( 0, 0, 0 ) y las componentes de T son

(3,-2,2), esto implica que el punto extremo deTes A (3,-2,2)ypor
lo tanto el punto de aplicacion del vector v, luego:

12> >
\/

Mo =rx
—»
\Y;
(2,3,1)P
r
A(3,-2,2)
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—>
Componentes del vector r :

TI(3-2),((-2)-3),(2-1)] > T (1,-5,1)

[ T ¢
1 -5 1 |= -10i+5] —425k—|+2])—
L 9—-:31+24k

-
58.- El vector—\7 (2,1,0)yelvector W=i-j+ 3Kktienen su punto de
aplicacion en el punto P ( 3,0, 1), calcular:

a) El momento resultante respecto al origen de coordenadas.

b) El momento resultante respecto al punto B ( 3, -2, -1).

Resolucidn:

a)

(0,0,0)

_’
Componentes del vector r :

FI(3-0),(0-0),(1-0)]>7(3,0,1)

> > >
—> - > I k . . > > >
Moy=rxV=|3 0 1|= 2j+3k-(i)=-1+2)+3k
2 1 0
- > >
—> > —»> | J K . .. e T
Mow=rxW=|3 0 1 |= J-3k-(9]J-1)=1-8)-3Kk
1 -1 3
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—»> —»> —»>

Mot =Moy + Mow=(-i+2j+3k)+(i-8 -3k)=
=-1+2)+3k+i-8j-3k=-6]

Segun Varignon:

—> - —>
*Moy=rxV
— - >4 -
Mow =rxW /§/>
(3,0,1
(g
(0,0,0)
- > >
Mor=rxS (1)
> > > > 5
S=V+W=(2i+j)+(i—j+3k)=3i+3k
Vamos a (1):
> > >
—> 5> > ' J k i ) —>
Mor=rxS=|3 0 1 [=3)-(9])=-6]
3 0 3

b) Respecto al punto B ( 3, -2, -1):

(3,-2,-1)
Componentes del vector r:

FL(3-3),(0-(2),(1-(-1)] > (0,22
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> —»> >
—> > —»> I J K . . > > >
Moy=rxV=|0 2 2 |=4)j—(4k+2i)=-2i+4)j-4k
2 1 0
> > >
—» > > I J K . . . e e I S
Mow=rxW= |0 2 2 [=6i+2]—(2k-21)=8i+2]-2Kk
1 -1 3

—-»> -

—>
Mor=Moy+Mow=(-2i+4j-4k)+(8i+2]j-2k)=

=-2i+4)j-4k+8i+2)-2k=

—»> > >
=6i+6j-6Kk
Segun Varignon:
- —>
*Moy=rxV
—» - >4 -
Mow =rx W "’_S__/___»
(3,01
[
(3,-2,-1)
R Mor=rXS (1)
r(0,2,2)
S=V+W=(2i+j)+(i—j+3k)=3i+3k
Vamos a (1):
A e
—»> - | J K - > >
Mor=rxS=|0 2 2 |=6i+6]j—(6k)=61+6]J-6k
3 0 3
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